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Re´sume´ – Dans ce travail, nous e´tudions la stabilite´ line´aire d’une couche poreuse en rotation sature´e par
un ferroﬂuide. Le syste`me est place´ dans le champ de pesanteur et chauﬀe´ par le bas ou par le haut. L’eﬀet
de la rotation est limite´ a` la force de Coriolis et le milieu poreux est de´crit par le mode`le de Brinkman. Le
proble`me aux valeurs propres line´aire est re´solu par une me´thode de Galerkin modiﬁe´e. Le comportement
de la diﬀe´rence de tempe´rature critique est discute´ en fonction des diﬀe´rents parame`tres du syste`me pour
la convection oscillante et la convection stationnaire.
Mots cle´s : Thermoconvection / milieu poreux / rotation
Abstract – Thermoconvective stability of a ferrofluid saturating a rotating porous layer. In
this work, we study the linear stability of a rotating porous medium saturated with a ferroﬂuid. The
system is in the gravity ﬁeld and heated from below or from above. The eﬀect of rotation is restricted to
the Coriolis force and the porous medium is described by Brinkman’s model. The linear eigenvalue problem
is solved by means of a modiﬁed Galerkin method. The behavior of the critical temperature gradient is
discussed in terms of various parameters of the system for both stationary and overstable convections.
Key words: Thermoconvection / porous medium / rotation
1 Introduction
L’e´tude de la convection d’un ﬂuide dans une ma-
trice poreuse en rotation est un proble`me non seule-
ment d’inte´reˆt fondamental mais aussi applique´ en raison
des nombreuses applications industrielles et ge´ophysiques.
Dans ce travail, nous nous inte´ressons au cas ou` la ma-
trice poreuse est sature´e par un ferroﬂuide. Il s’agit d’une
suspension collo¨ıdale de nanoparticules magne´tiques dans
un liquide porteur (le plus souvent du ke´rose`ne). En
l’absence de champ magne´tique, les dipoˆles magne´tiques
des particules dans le ﬂuide sont oriente´s de manie`re
ale´atoire en raison de l’agitation thermique et le ﬂuide ne
pre´sente donc pas de magne´tisation macroscopique. En
pre´sence d’un champ magne´tique exte´rieur, les dipoˆles
magne´tiques s’alignent et une magne´tisation du ﬂuide
est maintenant observable (Rosensweig [1], Berkovski
et Bashtovoy [2]). L’e´tude de tels syste`mes se justiﬁe
d’une part par les proble`mes de recherches fondamentales
qu’ils suscitent. D’autre part, les retombe´es technolo-
giques et industrielles de ces recherches sont extre`mement
se´duisantes. Il suﬃt d’en citer les applications a` la
a Auteur correspondant : tdesaive@ulg.ac.be
nanotechnologie (Zahn [3]) ou l’utilisation comme mar-
queurs pour suivre et guider des me´dicaments en
cance´rologie dans des os, exemples meˆmes de milieux po-
reux (Alexion et al. [4]).
Ce travail a pour objet l’e´tude des instabilite´s ther-
moconvectives dans un milieu poreux sature´ par un fer-
roﬂuide en pre´sence de rotation. Le cas d’une couche
liquide de ferroﬂuide en rotation a de´ja` e´te´ e´tudie´ par
Auernhammer et Brand [5]. Le proble`me identique dans
un milieu poreux a e´te´ e´tudie´ pour la premie`re fois par
Sekar et al. [6] avec un mode`le de Darcy contenant
un terme temporel puis avec un mode`le de Brinkman
(Sekar et Vaidyanathan [7]) pour des frontie`res libres et
des conditions aux limites sur le potentiel magne´tique
simpliﬁe´es. Cette conﬁguration n’est pas tre`s physique
mais pre´sente l’avantage de pouvoir eˆtre e´tudie´e ana-
lytiquement. Ces auteurs ont analyse´ le couplage avec
le champ magne´tique et calcule´ les seuils d’instabilite´
line´aire. D’autre part, le choix de leur adimensionalisa-
tion ne nous a pas paru tre`s judicieux car il fait apparaˆıtre
des termes proportionnels a`
√
Ra. Le nombre de Rayleigh
doit donc toujours eˆtre positif ce qui e´limine la possibilite´
d’un chauﬀage par le haut (∆T < 0→ Ra < 0).
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2 Formulation mathe´matique
Soit un milieu poreux, d’extension horizontale inﬁnie,
en rotation a` vitesse constante Ω autour d’un axe vertical
et sature´ par un ferroﬂuide. Ce syste`me, d’e´paisseur d∗,
est sous l’inﬂuence d’un champ magne´tique exte´rieur uni-
forme He = Heez, dirige´ suivant la verticale (Fig. 1).
2.1 Bilan de quantite´ de mouvement
Le milieu poreux est de´crit par le mode`le de Brinkman
et la pre´sence de ferroﬂuide implique d’ajouter une par-
tie magne´tique au tenseur des tensions visqueuses. Il est
assez facile de montrer que la magne´tisation M obe´it a`
la distribution de Langevin (Rosensweig [1]). Pour des
champs magne´tiques forts, cas re´alistes, on peut mon-
trer que l’e´quation de Langevin se re´duit a` la relation
line´aire suivante (Bashtovoy et al. [8], Stiles et Kagan [9],
Blennerhasset et al. [10])
M =
(





le tenseur des tensions magne´tique se simpliﬁe con-
side´rablement et son gradient se re´duit a` un terme de
pression plus la force magne´tique de Kelvin
Fm = µ0M∇H, (2)
ou` µ0 est la perme´abilite´ magne´tique du vide et H le
vecteur champ magne´tique.
Pre`s de l’axe de rotation, nous pouvons ne´gliger les ef-
fets centrifuges et limiter l’inﬂuence de la rotation au seul
terme de Coriolis (Greenspan [11]). Le bilan de la quantite´
de mouvement est e´crit en terme de la vitesse de ﬁltration,
ce qui explique la pre´sence de la porosite´ φ dans le membre
de gauche de (3). Le membre de droite contient l’ensemble
des forces exte´rieures. Nous avons suppose´ que la descrip-
tion du milieu poreux obe´issait a` la loi phe´nome´nologique
de Brinkman qui comple`te la loi de Darcy habituelle par
un terme dissipatif ou` apparaˆıt une viscosite´ eﬀective µe
dont la justiﬁcation profonde est de permettre de raccor-
der la condition aux limites de la tension de cisaillement
a` l’interface ﬂuide entre le milieu poreux et la phase de
liquide pur. Le bilan de quantite´ de mouvement, dans









u + µe∇2u + ρlg + µ0M∇H, (3)
ou` p˜ est une pression modiﬁe´e qui, outre la pression
hydrostatique, contient l’ensemble des termes d’origine
magne´tique pouvant se mettre sous la forme d’un gradient
(Rosensweig [1]), u est le vecteur vitesse de ﬁltration, ρl la
densite´ du ferroﬂuide, φ la porosite´, µl la viscosite´ dyna-
mique, K la perme´abilite´ du milieu poreux, g la pesanteur
et µe la viscosite´ eﬀective apparaissant dans le mode`le
Fig. 1. Repre´sentation sche´matique du syste`me.
de Brinkman. Avant d’examiner le bilan d’e´nergie, il est
inte´ressant de remarquer qu’il existe d’autres mode`les de
ﬁltration comme ceux de´veloppe´s par Auriault et al. [12],
Geindreau et Auriault [13] a` partir d’une approche mi-
croscopique a` l’e´chelle du pore.
2.2 Bilan d’e´nergie
La forme simple de l’e´quation d’e´tat de la mag-
ne´tisation permet d’e´crire le bilan d’e´nergie sous la forme
suivante (Stiles et Kagan [9], Blennerhasset et al. [10])
(ρc)p ∂tT + (ρcP)f u ·∇T = kp∇2T (4)
ou` (ρc)p et (ρcP)f sont respectivement les capacite´s ca-
loriﬁques du milieu poreux et du ferroﬂuide alors que
T est la tempe´rature et kp la conductivite´ thermique
du milieu poreux. L’e´quation (4) devrait pour bien
faire tenir compte de terme magne´to-diﬀusifs. Ceux-ci
existent (Faynlayson [14]), mais leur contribution est en
ge´neral ne´gligeable pour la vaste majorite´ des ferroﬂuides
habituels (Auernhammer et Brand [5], Berkovski et
Bashtovoy [2], Huang et al. [15]). Par conse´quent, la forme
mathe´matique du bilan d’e´nergie est l’e´quation de Fourier
conductive pour la matrice poreuse et l’e´quation de Fou-
rier convective pour le ﬂuide magne´tique. Comme nous
supposons la continuite´ locale de la tempe´rature et du
ﬂux de chaleur le long du contact entre la matrice po-
reuse solide et le ferroﬂuide, l’e´quation (4) en re´sulte
imme´diatement.
3 E´tude de stabilite´ line´aire
L’e´tat de re´fe´rence du syste`me est un e´tat de re-
pos purement conductif, homoge`ne horizontalement, ca-
racte´rise´ par une vitesse nulle et un proﬁl de tempe´rature
line´aire. En le perturbant et apre`s quelques calculs
imme´diats, on obtient aise´ment les e´quations line´arise´es
pour les variables perturbe´es. Sous forme adimension-
nelle, les e´quations d’e´volution line´aires des perturba-
tions de la vitesse verticale w, de la composante verticale
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de la vorticite´ ζ, de la tempe´rature T et du potentiel
magne´tique ϕ s’e´crivent ﬁnalement
χ−1∂t∇2w = Rap (1 +M) ∇2hT + Λ Da ∇4w
−∇2w −
√
Ta ∂zζ −RapM∇2h∂zϕ, (5)
χ−1∂tζ = Λ Da ∇2ζ − ζ +
√
Ta ∂zw, (6)
∂tT − w = ∇2T, (7)
∇2ϕ− ∂zT = 0 (8)


























M = µ0 α
2
pm ∆T
ρ0 αT g d∗
, (14)
respectivement le nombre de Rayleigh poreux, le nombre
de Prandtl de ﬁltration, le nombre de Darcy, le rap-
port des viscosite´s dynamiques, le nombre de Taylor po-
reux et le taux de magne´tisation. Ce dernier se de´ﬁnit




) et du nombre de Rayleigh poreux. Les
parois sont suppose´es rigides, imperme´ables et parfai-
tement conductrices de la chaleur tandis que les condi-
tions sur le potentiel magne´tiques sont issues des relations
de Maxwell (Fynlayson [14]). Nous eﬀectuons ensuite la


















ou` les amplitudes W (z), Z (z), Θ (z) et Φ (z) de´crivent
les variations inconnues par rapport a` z de la vitesse
verticale, de la composante verticale de la vorticite´, de
la tempe´rature et du potentiel magne´tique. a = (ax, ay)
de´signe le nombre d’onde et s repre´sente le taux de crois-
sance des perturbations. Le proble`me aux valeurs propres
obtenu en introduisant (15) dans les e´quations (5)–(8)
est re´solu par une me´thode Tau-Chebyshev aﬁn d’obtenir
les valeurs critiques du nombre de Rayleigh poreux et du
nombre d’onde.




D2 − a2)W = ΛDa (D2 − a2)2 W
− (D2 − a2)W −√Ta DZ








D2 − a2)Θ + W, (18)
0 =
(
D2 − a2)Φ−DΘ, (19)
avec D = ddz . Les conditions aux limites s’e´crivent :
W = DW = Z = Θ = DΦ− aΦ = 0, en z = 0, (20)
W = DW = Z = Θ = DΦ + aΦ = 0, en z = 1. (21)
4 Courbes neutres pour un chauﬀage
par le bas
4.1 Frontie`res horizontales rigides
Ce proble`me a e´te´ e´tudie´ par Venkatasubramanian
(Venkatasubramanian et Kaloni [16]) dans le cas d’un fer-
roﬂuide en rotation mais le proble`me analogue dans une
matrice poreuse n’a pas e´te´ analyse´.
La ﬁgure 2 montre les courbes neutres correspon-
dant a` M = 1, Ta = 10 (Da = 10−5 et Λ = 1). Les
eﬀets graviﬁque et magne´tique sont d’amplitudes com-
parables et simultane´ment de´stabilisants. En eﬀet, alors
que le me´canisme graviﬁque n’est de´stabilisant que pour
un chauﬀage par le bas (terme convectif proportionnel
a` ∆T ), le me´canisme magne´tique est de´stabilisant quel
que soit le sens du gradient de tempe´rature (terme convec-
tif proportionnel a` ∆T 2). La pre´sence de rotation dans
le syste`me implique que l’e´tat marginal est tantoˆt sta-
tionnaire, tantoˆt oscillant selon les valeurs du nombre de
Prandtl de ﬁltration χ. Il existe e´galement une valeur de χ
telle que les minima des courbes stationnaire et oscillante
sont identiques. On parle alors de point de codimension 2.
Pour caracte´riser la surstabilite´, on examine la partie ima-
ginaire du taux de croissance (si) pour avoir la fre´quence
des oscillations. Cependant, c’est encore et toujours Rap
qui donne la contrainte minimale, c’est-a`-dire la diﬀe´rence
de tempe´rature au-dela` de laquelle l’instabilite´ apparaˆıt.
La ﬁgure 3 donne l’e´volution de si en fonction du nombre
d’onde, pour deux valeurs du nombre de Prandtl de ﬁl-
tration. Elle passe par un maximum avant de retomber a`
ze´ro pour les grands nombres d’onde sauf pour les faibles
valeurs de χ ou` elle de´croˆıt continuˆment vers ze´ro.
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Fig. 2. Courbes de stabilite´ marginale pour Da = 10−5,
Ta = 10 et M = 1. Les courbes en pointille´s repre´sentent
la convection oscillante et les courbes pleines la convection
stationnaire.
Fig. 3. Fre´quence associe´e au mode oscillant en fonction du
nombre d’onde pour Da = 10−5, Ta = 10 etM = 1.
5 Ferroconvection pour un chauﬀage
par le haut
5.1 Courbes neutres
Nous conside´rons maintenant le cas ou` le syste`me est
chauﬀe´ par le haut. De´ﬁnissons le parame`tre suivant
Rp = −Rap, (M < 0) (22)
qui repre´sente une grandeur positive lors d’un chauﬀage
par le haut.
La ﬁgure 4 montre l’e´volution de Rp en fonction
du nombre d’onde pour Ta = 10. On observe sur ces
courbes de nombreuses discontinuite´s ainsi que plusieurs
minima locaux aussi bien oscillants que stationnaires.
Ces discontinuite´s proviennent du fait que nous avons
repre´sente´ les e´tats de stabilite´ marginale c’est-a`-dire les
plus petites valeurs de Rp donnant lieu a` une instabilite´.
Fig. 4. Courbes de stabilite´ marginale pour Da = 10−5,
Ta = 10 et M = −2. Les courbes en pointille´s repre´sentent
la convection oscillante et les courbes pleines la convection
stationnaire.
Fig. 5. Fre´quence associe´e au mode oscillant en fonction du
nombre d’onde pour Da = 10−5, Ta = 10 etM = −2.
Le proble`me aux valeurs propres ge´ne´rant un nombre
inﬁni de valeurs propres par nombre d’onde, il se peut
que pour deux nombres d’ondes voisins, ce ne soit pas
la meˆme valeur propre qui bifurque la premie`re. En
d’autres termes, nous observerons une structuration ver-
ticale diﬀe´rente suivant la valeur du nombre d’onde. Aﬁn
de mieux comprendre l’origine de ces discontinuite´s, nous
avons trace´ sur la ﬁgure 6 la courbe de stabilite´ margi-
nale stationnaire correspondant a` Da = 10−5, M = −2
et Ta = 10. Pour trois valeurs du nombre d’onde a, nous
avons repre´sente´ la fonction de courant. On voit ainsi que
lorsque a = 1, la structuration verticale la plus stable
correspond a` une seule cellule. Lorsque a = 3, la structu-
ration verticale la plus stable comporte maintenant deux
cellules et puis trois pour a = 6. Le raisonnement que
nous venons de tenir pour justiﬁer les discontinuite´s dans
les courbes neutres reste valable pour expliquer les dis-
continuite´s pre´sentes dans les courbes d’e´volution de la
fre´quence des solutions oscillantes (Fig. 5).
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Fig. 6. Allure de la fonction de courant en plusieurs points
de la courbe neutre stationnaire correspondant a` Da = 10−5,
M = −2.0 et Ta = 10.
Comme nous pouvions nous y attendre, les valeurs du
seuil de convection sont beaucoup plus e´leve´es que dans
le cas du chauﬀage par le bas. En eﬀet, seuls les eﬀets
magne´tiques tendent a` de´stabiliser le syste`me alors que les
eﬀets graviﬁques le stabilisent ; il faudra fournir une beau-
coup plus grande quantite´ d’e´nergie pour que les eﬀets
de´stabilisants l’emportent et que l’instabilite´ apparaisse.
Notre message revient en fait a` e´largir a` une matrice
poreuse la conclusion de Blums et al. [17] a` la page 207,
 the temperature perturbations of the magnetizing ﬁeld
always lead to the thermoconvective ﬂuid destabiliza-
tion . L’explication en est assez simple, Rap et M e´tant
tous deux de meˆme signe quelque soit la direction de
chauﬀage, leur produit est toujours positif. Ceci n’a pu
eˆtre observe´ par Fynlayson [14] qui introdut une adimen-
sionnalisation base´e sur
√
Ra ; cette racine devant tou-
jours eˆtre celle d’un nombre positif, il ne conside`re que le
chauﬀage par le haut.
6 Conclusions
Dans ce travail, nous avons examine´ la stabilite´ d’une
couche poreuse en rotation sature´e par un ferroﬂuide.
Deux me´canismes de convection sont pre´sents : l’un
graviﬁque et l’autre magne´tique. Le premier de nature
de´stabilisante lorsque le syste`me est chauﬀe´ par le bas
alors que le second est de´stabilisant quelle que soit le sens
du gradient thermique. Ce syste`me pourra donc toujours
exhiber de la convection et ce, meˆme en conditions de
microgravite´.
Lorsque le syste`me est chauﬀe´ par le bas, les eﬀets gra-
viﬁque et magne´tique s’additionnent pour donner lieu a`
une instabilite´ de Rayleigh plus intense car ces deux eﬀets
sont simultane´ment de´stabilisants. Le point critique est
soit stationnaire soit oscillant suivant la valeur du nombre
de Prandtl de ﬁltration.
Nous avons termine´ cette e´tude par l’analyse du
chauﬀage par le haut qui n’avait jamais e´te´ envisage´
auparavant dans un milieu poreux. Nous avons montre´
que les courbes neutres avaient une allure tre`s diﬀe´rente
de celle des courbes obtenues pour le chauﬀage par le bas.
Les courbes neutres, qu’elles soient stationnaires ou oscil-
lantes pre´sentent une succession de minima secondaires
dont l’origine a e´te´ e´lucide´e par le trace´ des fonctions de
courant correspondantes. Nous avons pu montrer que ces
diﬀe´rents minima e´taient caracte´ristiques d’une structu-
ration verticale (i.e. un nombre d’onde vertical) diﬀe´rente.
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